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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Ïóñòü H(C)  ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç PC  ïðîñòðàíñòâî öåëûõ
ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà.
Îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèß â äèññåðòàöèè ßâëßåòñß îäíîìåðíûé
îïåðàòîð Äàíêëà. Íà ïðîñòðàíñòâå H(C) îí èìååò âèä
Λ[f(z)] = f ′(z) +
α
z
(f(z)− f(−z)), α > 0, f ∈ H(C). (1)
Îïåðàòîð Äàíêëà áûë ââåäåí ×àðëüçîì Ô. Äàíêëîì â êîíöå 80-õ ãî-
äîâ. Ýòî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ñâßçàííûé ñ êîíå÷íûìè ãðóïïà-
ìè îòðàæåíèé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòè îïåðàòîðû èãðàþò âàæ-
íóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè. Íàïðèìåð, â ìíî-
ãîìåðíîì ñëó÷àå ýòè îïåðàòîðû íàõîäßò ïðèìåíåíèå â êâàíòîâîé çàäà÷å
Êàëîäæåðî-Ìîçåðà-Ñàçåðëåíäà (ñì., íàïðèìåð, À.Ï. Âåñåëîâà1, Ë. Ëàïî-
èíòà, Ë. Âèíåòà2).
Áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâàåò èçó÷åíèå è îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ Äàíê-
ëà. Â íàñòîßùåå âðåìß ïîßâëßåòñß âñå áîëüøå ðàáîò, â êîòîðûõ ðàçâèâà-
åòñß ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç, ñâßçàííûé ñ îäíîìåðíûì îïåðàòîðîì Äàíêëà,
îïåðàòîðîì ñâåðòêè Äàíêëà, ïðåîáðàçîâàíèåì Äàíêëà. Çäåñü ìîæíî îòìå-
òèòü òàêèõ àâòîðîâ, êàê Ì. Ðåñëåð, Ì. äå Æå, Ê. Òðèìåø, À.Â. Áðàòèùåâ,
Ñ.Ñ. Ïëàòîíîâ, Ô. Ñîëòàíè, Â.Ý. Êèì è äð.
Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñß âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèß ñâåðòêè
Äàíêëà è àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèß ñâåðòêè Äàíêëà
íà ïðîñòðàíñòâàõ H(C) è PC. Çàäà÷à ßâëßåòñß àêòóàëüíîé â ñßçè ñ òåì, ÷òî
òàêèå çàäà÷è ðåøàëèñü äëß ñâåðòî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Âêëàä áûë âíåñåí ìíî-
ãèìè ìàòåìàòèêàìè: À.Â. Àáàíèíûì, Ê. Áåðåíøòåéíîì, À.Î. Ãåëüôîíäîì,
Î.Â. Åïèôàíîâûì, Þ.Ô. Êîðîáåéíèêîì, È.Ô. Êðàñè÷êîâûì-Òåðíîâñêèì,
À.Ñ. Êðèâîøååâûì, À.Ô. Ëåîíòüåâûì, Á. Ìàëüãðàíæåì, Õ. Ìóãëè, È.Õ. Ìó-
ñèíûì, Â.Â. Íàïàëêîâûì, Ë. Õåðìàíäåðîì, Ð.Ñ. Þëìóõàìåòîâûì è äð.
Ñëåäóþùåé ïðîáëåìîé, êîòîðàß ðåøàåòñß â äèññåðòàöèè, ßâëßåòñß ðàç-
ðåøèìîñòü çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà (èíòåðïîëßöèîííîé çàäà÷è, çàäà÷è Êî-
øè) â H(C) è H(D), ãäå D ïîëóïëîñêîñòü. Èçíà÷àëüíî çàäà÷à Âàëëå Ïóñ-
ñåíà ñòàâèëàñü äëß îáûêíîâåííîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
1Âåñåëîâ À.Ï. Êâàíòîâàß çàäà÷à Êàëîäæåðî, óðàâíåíèå ÊíèæíèêàÇàìîëîä÷èêîâà è ïðèíöèï
Ãþéãåíñà // ÒÌÔ.  1994.  Ò. 98.   3.  Ñ. 524535.
2Lapointe L., Vinet L. Exact operator solution of the Calogero-Sutherland model // Communs Math.
Phys.  1996.  V. 178.  P. 425452.
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íèß n-ãî ïîðßäêà
y(n) + p1(x)y
(n−1) + · · ·+ pn−1(x)y′ + pn(x)y = 0,
ãäå êîýôôèöèåíòû ps(x), s = 1, 2, . . . , n  íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå
[a, b], x ∈ [a, b], |y(s−1)(x)| < +∞. Íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå, óäîâëåòâî-
ðßþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèßì
y(xi) = ci, i = 1, 2, . . . , n; xi ∈ [a, b].
Îáîáùåíèß çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà ðàññìàòðèâàëàñü äëß ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ óðàâíåíèé è ïðîñòðàíñòâ Í.Â. Àçáåëåâûì, Â.Â. Áîáî÷êî, À. Ìåðè-
ëîì, Ä.Ñ. Ñòðóïïîé, Þ.Â. Ïîêîðíûì è äð. Ñîâðåìåííàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Âàëëå Ïóññåíà ïðèíàäëåæèò Â.Â. Íàïàëêîâó, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåò ýòó
çàäà÷ó â ßäðå îïåðàòîðà ñâåðòêè. Â ßäðå îïåðàòîðà ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâå
öåëûõ ôóíêöèé â ðàáîòå Â.Â. Íàïàëêîâà çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà ðåøàåòñß
äëß öåëûõ óçëîâ èíòåðïîëßöèè. Äëß ïðîñòûõ íóëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè è óçëîâ, ëåæàùèõ íà âåùåñòâåííîé îñè, è óçëîâ, çàäàííûõ â óãëå,
çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà ðåøåíà Â.Â. Íàïàëêîâûì è À.À. Íóßòîâûì. Êðàò-
íàß èíòåðïîëßöèîííàß çàäà÷à ðåøåíà Ñ.Ã. Ìåðçëßêîâûì è Ñ.Â. Ïîïåíî-
âûì. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è âàæíóþ ðîëü èãðàåò èçó÷å-
íèå ïðîáëåìû ñþðúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà êîìïîçèöèè ñâåðòêè è îïåðàòîðà
óìíîæåíèß íà öåëóþ ôèêñèðîâàííóþ ôóíêöèþ.
Öåëè ðàáîòû:
1. Äîêàçàòåëüñòâî ñþðúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà êîìïîçèöèè ñâåðòêè Äàíê-
ëà è îïåðàòîðà óìíîæåíèß íà ôèêñèðîâàííóþ öåëóþ ôóíêöèþ.
2. Èññëåäîâàíèå ñåêâåíöèàëüíîé äîñòàòî÷íîñòè íóëåé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèè îïåðàòîðà ñâåðòêè Äàíêëà â ïðîñòðàíñòâå H(C).
3. Èññëåäîâàíèå ñåêâåíöèàëüíîé äîñòàòî÷íîñòè íóëåé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèè îïåðàòîðà ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâå H(D), ãäå D  ïîëó-
ïëîñêîñòü.
4. Ðåøåíèå çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà â ßäðå îïåðàòîðà ñâåðòêè Äàíêëà â
ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé è çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà â ßäðå êëàññè÷åñêîãî
îïåðàòîðà ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ïîëóïëîñêî-
ñòè.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Äëß ðåøåíèß ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ èñïîëü-
çîâàëèñü ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà, âûñøåé àëãåáðû.
Íàó÷íàß íîâèçíà.
Ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ßâëßþòñß íîâûìè è ñîñòî-
ßò â ñëåäóþùåì:
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1. Ðåøåíà çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà äëß îïåðàòîðà ñâåðòêè Äàíêëà íà
ïðîñòðàíñòâå H(C) â ñëó÷àå, êîãäà íóëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ëå-
æàò íà âåùåñòâåííîé îñè. Èññëåäîâàíû ñëó÷àè ïðîñòûõ íóëåé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèè è êðàòíûõ íóëåé.
2. Ðåøåíà çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà äëß îïåðàòîðà êëàññè÷åñêîé ñâåðò-
êè íà ïîëóïëîñêîñòè ñ óñëîâèåì âïîëíå ðåãóëßðíîãî ðîñòà õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèè. Èññëåäîâàí ñëó÷àé êðàòíûõ íóëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè.
3. Äîêàçàíà ñþðúåêòèâíîñòü êîìïîçèöèè îïåðàòîðà ñâåðòêè Äàíêëà è
îïåðàòîðà óìíîæåíèß íà öåëóþ ôèêñèðîâàííóþ ôóíêöèþ â ïðîñòðàíñòâå
öåëûõ ôóíêöèé.
4. Äîêàçàíà ñåêâåíöèàëüíàß äîñòàòî÷íîñòü íóëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè îïåðàòîðà ñâåðòêè Äàíêëà â ïðîñòðàíñòâå H(C) è ñåêâåíöèàëü-
íàß äîñòàòî÷íîñòü íóëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè îïåðàòîðà ñâåðòêè
â ïðîñòðàíñòâå H(D), ãäå D  ïîëóïëîñêîñòü.
Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.
Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèß è ñïèñêà ëè-
òåðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëßåò 95 ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
ñîñòîèò èç 104 íàèìåíîâàíèé. Âñå ôîðìóëû, îïðåäåëåíèß, ëåììû è òåîðå-
ìû çàíóìåðîâàíû äâóìß öèôðàìè, ïåðâàß èç êîòîðûõ óêàçûâàåò íîìåð
ïàðàãðàôà, âòîðàß  íîìåð ïî ïîðßäêó.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îá-
ñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèßõ è ñåìèíàðàõ:
1. Òðåòüß ìåæäóíàðîäíàß íàó÷íàß êîíôåðåíöèß Ìàòåìàòè÷åñêàß ôè-
çèêà è åå ïðèëîæåíèß (Ñàìàðà, 2012 ã.);
2. VI Ìåæäóíàðîäíàß øêîëàêîíôåðåíöèß äëß ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ
è ìîëîäûõ ó÷åíûõ Ôóíäàìåíòàëüíàß ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèß â åñòå-
ñòâîçíàíèè (Óôà, 2012 ã.);
3. Ìåæäóíàðîäíàß íàó÷íàß êîíôåðåíöèß Íåëèíåéíûé àíàëèç è ñïåê-
òðàëüíûå çàäà÷è (Óôà, 2013 ã.);
4. XI Ìåæäóíàðîäíàß Êàçàíñêàß ëåòíßß íàó÷íàß øêîëà-êîíôåðåíöèß
Òåîðèß ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèß è ñìåæíûå âîïðîñû (Êàçàíü, 2013 ã.);
5. ×åòâåðòàß ìåæäóíàðîäíàß íàó÷íàß êîíôåðåíöèß Ìàòåìàòè÷åñêàß
ôèçèêà è åå ïðèëîæåíèß (Ñàìàðà, 2014 ã.);
6. Ìåæäóíàðîäíàß íàó÷íàß êîíôåðåíöèß Íåëèíåéíûé àíàëèç è ñïåê-
òðàëüíûå çàäà÷è (Óôà, 2014 ã.);
7. VII Ìåæäóíàðîäíàß øêîëàêîíôåðåíöèß äëß ñòóäåíòîâ, àñïèðàí-
òîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ Ôóíäàìåíòàëüíàß ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèß â
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åñòåñòâîçíàíèè (Óôà, 2014 ã.);
8. Íàó÷íûé ñåìèíàð ïî òåîðèè ôóíêöèé è êîìïëåêñíîìó àíàëèçó Èí-
ñòèòóòà ìàòåìàòèêè ñ ÂÖ ÓÍÖ ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë. êîðð. ÐÀÍ
Â.Â. Íàïàëêîâà (Óôà, 2012, 2014, 2016 ãã.).
9. XII Ìåæäóíàðîäíàß Êàçàíñêàß ëåòíßß íàó÷íàß øêîëà-êîíôåðåíöèß
Òåîðèß ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèß è ñìåæíûå âîïðîñû (Êàçàíü, 2015 ã.);
Ïóáëèêàöèè.
Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 13 ðàáîò, èç íèõ ñòàòüè [1], [2],
[3], [4], [5] â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ. Â ñîâìåñòíûõ ñ íàó÷íûì ðóêîâî-
äèòåëåì ïóáëèêàöèßõ Â.Â. Íàïàëêîâó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ è
óêàçàíèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèß, à Ê.Ð. Çèìåíñ  îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è èõ
äîêàçàòåëüñòâà.
ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè ïðîâåäåí îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè, îïè-
ñàíû ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ìåòîäû èññëåäîâàíèß è ïðèâåäåíî êðàòêîå ñîäåð-
æàíèå ðàáîòû.
Ãëàâà 1 ïîñâßùåíà îïåðàòîðàì Äàíêëà (1) è îïåðàòîðàì ñâåðòêè
Äàíêëà. Îïåðàòîðû ðàññìàòðèâàþòñß íà ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé è
öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñß ñâîéñòâà ñîáñòâåííîé ôóíêöèè îïåðà-
òîðà Äàíêëà
y(z) = 1 +
∞∑
k=1
zk
p(1)p(2) . . . p(k)
,
ãäå
p(k) = k + α(1− eipik).
Äëß ýòîé ôóíêöèè âû÷èñëåí ïîðßäîê ρ = 1 è òèï σ = 1. Îòìåòèì, ÷òî ñîá-
ñòâåííûìè ôóíêöèßìè îïåðàòîðà Äàíêëà, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λ ∈ C, ßâëßþòñß ôóíêöèè Cyλ(z), ãäå yλ(z) = y(λz). Â ðàáîòå
ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà {yλ(z), λ ∈ C} ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå H(C).
Äëß ïðîèçâåäåíèß p(1)p(2) . . . p(l) ïîëó÷åíà ñëåäóþùàß îöåíêà
l! < p(1)p(2) . . . p(l) < l!(1 + 2α)l.
Èç ýòîé îöåíêè è ïðåäñòàâëåíèß ñîáñòâåííîé ôóíêöèè âûòåêàåò
e
x
1+2α < y(x) < ex, x > 0. (2)
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èññëåäîâàíû ñâîéñòâî ïðîèçâîäíûõ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå ëåììû.
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Ëåììà 2.1. Ïóñòü y(x)  ñîáñòâåííàß ôóíêöèß îïåðàòîðà Äàíêëà.
Òîãäà
lim
x→+∞
xmy(m)(x)
xny(n)(x)
= 0, m < n.
Ëåììà 2.2. Ïóñòü y(x)  ñîáñòâåííàß ôóíêöèß îïåðàòîðà Äàíêëà,
a, b ∈ R+, 0 ≤ a < b. Òîãäà
lim
x→+∞
xmy(m)(ax)
xny(n)(bx)
= 0, m, n = 0, 1, 2, ...
Â ïàðàãðàôå 3 ãëàâû 1 èññëåäóåòñß îïåðàòîð ñâåðòêè Äàíêëà íà ïðî-
ñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Îïåðàòîðîì ñäâèãà Äàíêëà Sz, ãäå z ∈ C, â ïðî-
ñòðàíñòâå H(C) áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîð ñëåäóþùåãî âèäà
Sz[f(t)] = f(z) +
∞∑
k=1
Λk[f(z)]
tk
p(1)p(2) . . . p(k)
, f ∈ H(C).
Îòìåòèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îïåðàòîðà ñäâèãà Äàíêëà ïðè äåéñòâèè
íà ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ yλ(z):
Sz[y(λt)] = y(λz) +
∞∑
k=1
Λk[y(λz)] · t
k
p(1) · p(2) · · · p(k) = y(λz)y(λt).
Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïðåîáðàçîâàíèåì Äàíêëà ϕ(λ) ôóíêöèîíàëà F ∈
H∗(C) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ
ϕ(λ) = (F, y(λz)), λ ∈ C.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Äàíêëà ôóíêöèîíàëà F ∈ H∗(C) ïðèíàä-
ëåæèò ïðîñòðàíñòâó PC.
Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü F ∈ H∗(C), òîãäà îïåðàòîðîì ñâåðòêè
Äàíêëà â H(C) áóäåì íàçûâàòü
Mϕ[f(z)] = (Ft, Sz[f(t)]), f ∈ H(C),
ãäå ϕ ïðåîáðàçîâàíèå Äàíêëà ôóíêöèîíàëà F , Sz  îïåðàòîð ñäâèãà Äàíê-
ëà.
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Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð ñâåðòêè Äàíêëà â H(C) äîïóñêàåò è äðóãîå
ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ
Mϕ[f(z)] =
(
Ft, f(z) +
∞∑
k=1
Λk[f(z)]
tk
p(1)p(2) . . . p(k)
)
=
= a0f(z) +
∞∑
k=1
Λk[f(z)]
(F, tk)
p(1)p(2) . . . p(k)
= a0f(z) +
∞∑
k=1
akΛ
k[f(z)].
Â ðàáîòå Äæ. Áåòàíêîðà è äð.3 ïîêàçàíî, ÷òî ââåäåííûå îïåðàòîðû
ñäâèãà è ñâåðòêè Äàíêëà ßâëßþòñß ëèíåéíûìè íåïðåðûâíûìè è äåéñòâóþò
èç H(C) â H(C).
Ïóñòü λk, k = 1, 2 . . .  íóëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ϕ, nk 
êðàòíîñòü ñîîòâåòñâóþùåãî íóëß. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðåøåíà àïïðîê-
ñèìàöèîííàß çàäà÷à äëß îïåðàòîðîâ ñâåðòêè Äàíêëà â H(C), à èìåííî,
äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß.
Ëåììà 3.1. Äëß êàæäîé ïàðû (λk, nk), k = 1, 2 . . . , ñèñòåìà ôóíê-
öèé y(λkz), zy
′(λkz), . . . , znk−1y(nk−1)(λkz) ßâëßåòñß ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèß ñâåðòêè Äàíêëà.
Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü E  ëèíåéíàß îáîëî÷êà⋃
k
{y(λkz), zy′(λkz), .., znk−1y(nk−1)(λkz)}.
Òîãäà çàìûêàíèå E ñîâïàäàåò ñ W  ìíîæåñòâîì âñåõ öåëûõ ðåøåíèé
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèß ñâåðòêè Äàíêëà Mϕ[f(z)] = 0, ϕ ∈ PC.
Â ðàáîòå Äæ. Áåòàíêîðà è äð. ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèß ñâåðòêè Äàíêëà Mϕ[f(z)] = g(z) â ïðîñòðàíñòâå
H(C). Çäåñü äîêàçûâàåòñß ýòîò ðåçóëüòàò áîëåå ëåãêèì ñïîñîáîì, èñïîëü-
çóß ñîïðßæåííûé îïåðàòîð. Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 3.5. Îïåðàòîð ñâåðòêè Äàíêëà Mϕ ñþðúåêòèâåí â H(C).
Â ïàðàãðàôå 4 ãëàâû 1 ââîäèì è èçó÷àåì îïåðàòîð ñâåðòêè Äàíêëà íà
ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàß ëåììà:
Ëåììà 4.1. Ëþáóþ ôóíêöèþ g ∈ PC ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäó-
þùåì âèäå
g(z) = c0 +
∞∑
k=1
ckz
k
p(1)p(2) . . . p(k)
, lim
k→∞
k
√
|ck| <∞. (3)
3Betancor J.J., Siﬁ M., Trimeche K. Hypercyclic and chaotic convolution operators associated with the
Dunkl operators on C // Acta Math. Hungarica.  2005.  V. 106.  1-2.  P. 101116.
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ãäå p(k) = k + α(1− eipik).
Ïî ôóíêöèè g(z) èç (3) ïîñòðîèì àññîöèèðîâàííóþ ïî Áîðåëþ ôóíê-
öèþ
γ(z) =
∞∑
k=0
ck
zk+1
. (4)
Ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
g(z) =
1
2pii
∫
A
y(zw)γ(w)dw, (5)
ãäå êîíòóð A çàìêíóòûé, ñïðßìëßåìûé è ñîäåðæèò îñîáåííîñòè àññîöèè-
ðîâàííîé ïî Áîðåëþ ôóíêöèè γ.
Îïðåäåëåíèå 4.1. Îïåðàòîðîì ñäâèãà Äàíêëà Sz, z ∈ C â ïðîñòðàí-
ñòâå PC îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå
Sz[g(t)] =
1
2pii
∫
A
y(zw)y(tw)γ(w)dw, g ∈ PC
ãäå êîíòóð A çàìêíóòûé, ñïðßìëßåìûé è îõâàòûâàåò îñîáåííîñòè ôóíê-
öèè γ, àññîöèèðîâàííîé ïî Áîðåëþ ñ ôóíêöèåé g.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ∗C ïðîñòðàíñòâî, ñîïðßæåííîå ê PC.
Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïðåîáðàçîâàíèåì Äàíêëà ψ(λ) ôóíêöèîíàëà G ∈
P ∗C áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ
ψ(λ) = (G, y(λz)), λ ∈ C.
Ïðåîáðàçîâàíèå Äàíêëà ôóíêöèîíàëàG ∈ P ∗C  öåëàß ôóíêöèß4. Äåéñòâèå
ôóíêöèîíàëà G íà ñäâèã Äàíêëà â PC ñëåäóþùåå
(G,Sz[g(t)]) =
1
2pii
∫
A
(G, y(tw))y(zw)γ(w)dw =
=
1
2pii
∫
A
ψ(w)y(zw)γ(w)dw.
Îïðåäåëåíèå 4.3. Îïåðàòîðîì ñâåðòêè Äàíêëà â PC áóäåì íàçû-
âàòü ñëåäóþùèé îïåðàòîð
Mψ[g(z)] =
1
2pii
∫
A
ψ(w)y(zw)γ(w)dw, g ∈ PC (6)
4Íàïàëêîâ ÂÂ. Óðàâíåíèß ñâåðòêè â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.  Ìîñêâà: Íàóêà, 1982, Ñ. 241.
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ãäå êîíòóð A çàìêíóòûé, ñïðßìëßåìûé è îõâàòûâàåò îñîáåííîñòè ôóíê-
öèè γ, àññîöèèðîâàííîé ïî Áîðåëþ ñ ôóíêöèåé g.
Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå PC ñîïðßæåííûé îïåðàòîð ê îïåðàòî-
ðó ñâåðòêè Äàíêëà Mψ åñòü îïåðàòîð óìíîæåíèß íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ψ.
Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð ñâåðòêè Äàíêëà â PC ëèíååí è íåïðåðûâåí.
Îñíîâíàß çàäà÷à ýòîãî ïàðàãðàôà  ðåøåíèå ïðîáëåìû ñïåêòðàëüíîãî
ñèíòåçà äëß îäíîðîäíîãî óðàâíåíèß ñâåðòêè Äàíêëà â PC.
Mψ[g(z)] = 0, g ∈ PC. (7)
Ïóñòü öåëàß ôóíêöèß ψ(λ) èìååò íóëè (µ1,m1), .., (µk,mk), .., ãäåmk - êðàò-
íîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî íóëß µk. Ïóñòü
EPC =
∞⋃
k=1
{y(µkz), zy′(µkz), .., zmk−1y(mk−1)(µkz)}.
Ñëåäóþùàß òåîðåìà äîêàçàíà â ðàáîòå5. Çäåñü ïðèâåäåì íåçàâèñèìîå äî-
êàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà.
Òåîðåìà 4.1. Ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèß (7) ïðåäñòàâ-
ëßåòñß â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç EPC.
Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå PC èìååò ìåñòî àíàëîã ôóíäàìåíòàëü-
íîãî ïðèíöèïà Ýéëåðà ïðåäñòàâëåíèß ðåøåíèé â H(C) äëß äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé êîíå÷íîãî ïîðßäêà ñ ïîñòîßííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Â êíèãå À.Ô. Ëåîíòüåâà6 áûëà äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèß áåñêîíå÷íîãî ïîðßäêà â îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ, êîãäà ïðàâàß
÷àñòü óðàâíåíèß òàêîãî æå ïîðßäêà è òèïà, à õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ôóíê-
öèß ýòîãî îïåðàòîðà èìååò êîíå÷íûé ïîðßäîê. Çäåñü äîêàçûâàåòñß ðàçðå-
øèìîñòü íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèß ñâåðòêè Äàíêëà â ïðîñòðàíñòâå PC ñ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé èç ïðîñòðàíñòâà H(C). Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 4.2. Îïåðàòîð ñâåðòêè Äàíêëà Mψ ñþðúåêòèâåí â PC.
Â ïàðàãðàôå 5 ãëàâû 1 èññëåäóåòñß îïåðàòîð êîìïîçèöèè îïåðàòîðà
ñâåðòêè è îïåðàòîðà óìíîæåíèß íà ôóíêöèþ
Mϕ[ψ · f(z)] = (F, Sz[(ψf)(t)]), F ∈ H∗(C), f ∈ H(C), (8)
ãäå ψ  ôèêñèðîâàííàß öåëàß ôóíêöèß, ϕ  ïðåîáðàçîâàíèå Äàíêëà ôóíê-
öèîíàëà F .
5Salem N.B., Kallel S. Integro-diﬀerential-diﬀerence equations associated with the Dunkl operator and
entire functions // Comment. Math. Univ. Carolin.  2004.  V. 45.  4.  P. 699725.
6Ëåîíòüåâ À.Ô. Îáîáùåíèß ðßäîâ ýêñïîíåíò.  Ìîñêâà: Íàóêà. 1981. Ñ. 320.
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Äëß íàõîæäåíèß ñîïðßæåííîãî îïåðàòîðà ðàññìîòðèì îïåðàòîð (8)
êàê êîìïîçèöèþ äâóõ îïåðàòîðîâ: Mϕ, äåéñòâóþùåãî èç H(C) â H(C), è
îïåðàòîðà óìíîæåíèß íà ôóíêöèþ ψ ∈ H(C). Â ëåììå 3.3 äîêàçàíî, ÷òî
ñîïðßæåííûé îïåðàòîð ê îïåðàòîðó Mϕ åñòü îïåðàòîð óìíîæåíèß íà õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ϕ.
Ëåììà 5.1. Ñîïðßæåííûì ê îïåðàòîðó óìíîæåíèß íà ψ ßâëßåòñß
îïåðàòîð ñâåðòêè Äàíêëà Mψ â PC ñëåäóþùåãî âèäà
Mψ[g(z)] =
1
2pii
∫
A
ψ(w)y(zw)γ(w)dw, g ∈ PC,
ãäå ôóíêöèß γ  àññîöèèðîâàííàß ïî Áîðåëþ ñ g(z), êîíòóð A çàìêíóòûé,
ñïðßìëßåìûé è îõâàòûâàåò îñîáåííîñòè γ.
Çíà÷èò, ñîïðßæåííûì ê îïåðàòîðó Mϕ[ψ·] ßâëßåòñß îïåðàòîð ñâåðòêè
Äàíêëà Mψ[ϕ·], äåéñòâóþùèé èç PC â PC, âèäà
Mψ[ϕ(z) · g(z)] = 1
2pii
∫
A
ψ(w)y(zw)γ(w)dw, g ∈ PC,
ãäå êîíòóð A çàìêíóòûé, ñïðßìëßåìûé è îõâàòûâàåò îñîáåííîñòè àññîöè-
èðîâàííîé ïî Áîðåëþ ôóíêöèè γ ñ ϕ · g.
Âî âòîðîé ãëàâå ðåøåíà çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà äëß îïåðàòîðà ñâåðò-
êè Äàíêëà íà ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå ïðîñòûõ óçëîâ è â
ñëó÷àå êðàòíûõ óçëîâ èíòåðïîëßöèè, ëåæàùèõ íà âåùåñòâåííîé îñè.
Â ïàðàãðàôå 6 ðåøåíà çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà â ñëó÷àå ïðîñòûõ óçëîâ
èíòåðïîëßöèè.
Ïóñòü Mϕ[f ] = 0, ãäå ϕ  õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ôóíêöèß. Îáîçíà÷èì
µj, j = 1, 2, . . .  íóëè ôóíêöèè ψ ∈ H(C), à KerMϕ = {f ∈ H(C) :
Mϕ[f ] = 0}. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ
÷èñåë aj, j = 1, 2, . . . Ïîñòàâèì çàäà÷ó Âàëëå Ïóññåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
íàéòè ôóíêöèþ u ∈ KerMϕ òàêàß, ÷òî u(µj) = aj, j = 1, 2, . . .
Êàê ãîâîðèëîñü ðàíåå, çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà ñâßçàíà ñ ïàðàìè Ôèøå-
ðà. Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
Òåîðåìà 6.1. Çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà äëß Mϕ ðàçðåøèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå Ôèøåðà
H(C) = KerMϕ + {ψ(z) · r(z) : r ∈ H(C)}. (9)
Ëåììà 6.1. Âûïîëíåíèå ïðåäñòàâëåíèß Ôèøåðà (9) ýêâèâàëåíòíî
ñþðúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà Mϕ[ψ·].
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Çíà÷èò, äëß ðàçðåøåíèß çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà òðåáóåòñß äîêàçàòü
ñþðúåêòèâíîñòü îïåðàòîðà êîìïîçèöèè ñâåðòêè è óìíîæåíèß íà ôóíêöèþ.
Íàéäåíû óñëîâèß íà íóëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè, ïðè êîòîðûõ çàäà-
÷à Âàëëå Ïóññåíà â ßäðå îïåðàòîðà ñâåðòêè Äàíêëà â H(C) áóäåò ðåøåíà.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qk}∞k=1, . . . , qk ∈ PC ñõîäèòñß ê
íóëþ, åñëè âûïîëíßþòñß óñëîâèß ∃B1, B2 > 0 : |qk(z)| < B1eB2|z| è qk(z)→
0 ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ ïëîñêîñòè C (ñì. Ñåáàñòüßí-è-Ñèëüâà Æ.7).
Çäåñü è äàëåå ïîä ñõîäèìîñòüþ ïîäðàçóìåâàåì ñõîäèìîñòü â òîïîëîãèè
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà.
Èñïîëüçóß îöåíêó (2), îòìåòèì, ÷òî åñëè |qk(z)| < B1eB2|z|, òî |qk(z)| <
B1y(B¯2|z|). Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ñõîäèìîñòè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþ-
ùåì âèäå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qk}, k = 1, 2, . . . , qk ∈ PC ñõîäèòñß ê íóëþ,
åñëè âûïîëíßþòñß óñëîâèß ∃B1, B2 > 0 : |qk(z)| < B1y(B2|z|) è qk(z) → 0
ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ ïëîñêîñòè C.
Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü K  ìíîæåñòâî â C, L  ïîäïðîñòðàí-
ñòâî PC. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî K ßâëßåòñß ñåêâåíöèàëüíî
äîñòàòî÷íûì â L èç PC, åñëè ëþáàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qk}∞k=1, qk ∈ L,
óäîâëåòâîðßþùàß óñëîâèßì:
1)∃B1, B2 > 0 : |qk(z)| < B1y(B2|z|), z ∈ K, ∀k ∈ N,
2) qk(z)→ 0 ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå èç K,
ñõîäèòñß â L.
×åðåç Nϕ îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λi}∞i=1 ïîëîæèòåëüíûõ íó-
ëåé ôóíêöèè ϕ ∈ PC, à ÷åðåç {µk}∞k=1  ìíîæåñòâî ïðîñòûõ íóëåé ôóíêöèè
ψ ∈ H(C). Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü ôóíêöèß ψ ∈ H(C) èìååò ïðîñòûå íóëè µk ∈
R+, k = 1, 2, . . . , à ìíîæåñòâî Nϕ áåñêîíå÷íî. Òîãäà Nϕ ßâëßåòñß ñåêâåí-
öèàëüíî äîñòàòî÷íûì ìíîæåñòâîì â ßäðå îïåðàòîðà Mψ.
Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü Nϕ  ñåêâåíöèàëüíî äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî
â ßäðå Mψ, òîãäà îïåðàòîð Mϕ[ψ·] ñþðúåêòèâåí â H(C).
Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ýòèõ òåîðåì ïîëó÷àåì ñþðúåêòèâíîñòü îïåðà-
òîðà Mϕ[ψ·], à çíà÷èò è óñëîâèß äëß ðàçðåøåíèß çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà íà
ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé.
Â ïàðàãðàôå 7 ãëàâû 2 ðåøåíà êðàòíàß çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà â ßäðå
îïåðàòîðà ñâåðòêè Äàíêëà íà ïðîñòðàíñòâå H(C).
7Ñåáàñòüßí-è-Ñèëüâà Æ. Î íåêîòîðûõ êëàññàõ ëîêàëüíî-âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ, âàæíûõ â ïðè-
ëîæåíèßõ. // Cá. ïåð. Ìàòåìàòèêà.  1957.  Ò. 1. Ñ. 6077
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Ðàññìîòðèì ϕ ∈ PC õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îïåðàòîðà ñâåðòêè
Äàíêëà Mϕ ñ íóëßìè λi. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µk, k = 1, 2, . . . ,
äëß êîòîðîé ñóùåñòâóåò ôóíêöèß ψ ∈ H(C) òàêàß ÷òî µk íóëè êðàò-
íîñòè sk. Ñôîðìóëèðóåì êðàòíóþ çàäà÷ó Âàëëå Ïóññåíà äëß ýòîãî ñëó-
÷àß. Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå µk çàäàí êîíå÷íûé íàáîð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
akj, j = 0, 1, ..., sk−1. Êðàòíàß çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
íàéòè ôóíêöèþ u ∈ KerMϕ òàêàß, ÷òî u(j)(µk) = akj?
Ïðè ðåøåíèè ýòîãî çàäà÷è âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 7.1. Êðàòíàß çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà äëß Mϕ ðàçðåøèìà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå Ôèøåðà (9).
Èç òåîðåìû 7.1 è 6.3 ïîëó÷àåì, ÷òî äëß ðåøåíèß êðàòíîé çàäà÷è Âàëëå
Ïóññåíà òðåáóåòñß äàêàçàòü ñåêâåíöèàëüíóþ äîñòàòî÷íîñòü íóëåé õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü ôóíêöèß ψ ∈ H(C) èìååò íóëè µk ∈ R+, k =
1, 2, . . . êðàòíîñòè sk, à ìíîæåñòâî Nϕ = {λi}∞i=1, λi > 0 áåñêîíå÷íî. Òî-
ãäà Nϕ ßâëßåòñß ñåêâåíöèàëüíî äîñòàòî÷íûì ìíîæåñòâîì â ßäðå îïå-
ðàòîðà Mψ.
Ïîëó÷àåì ñþðúåêòèâíîñòü îïåðàòîðà Mϕ[ψ·], à çíà÷èò óñëîâèß ðàçðå-
øèìîñòè êðàòíîé çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà â ßäðå îïåðàòîðà ñâåðòêè Äàíêëà
â H(C).
Ãëàâà 3 ïîñâßùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà íà ïîëóïëîñêîñòè
â ßäðå îïåðàòîðà êëàññè÷åñêîé ñâåðòêè.
Â ïàðàãðàôå 8 ãëàâû 3 ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèß îá îïåðàòî-
ðàõ ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ïóñòü η > 0, D = {z : Rez < η}, H(D)  ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé â îáëàñòè D ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ,
H∗(D)  ñîïðßæåííîå ê H(D) ïðîñòðàíñòâî ñ ñèëüíîé òîïîëîãèåé.
Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà L ∈ H∗(D) ïî ôîðìóëå
Lˆ(z) = (L, ezt).
×åðåç PD îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà âñåõ ôóíêöèîíàëîâ èçH
∗(D).
Îòìåòèì, ÷òî Lˆ(z) ∈ PD. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà8: äëß ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò C(ε), òàêàß ÷òî
|Lˆ(z)| < C(ε)e(K(−θ)+ε)|z|, ∀ε > 0, (10)
ãäå K(θ)  îïîðíàß ôóíêöèß ñîïðßæåííîé äèàãðàììû Lˆ(z). Îòìåòèì, ÷òî
8Ëåîíòüåâ À.Ô. Öåëûå ôóíêöèè. Ðßäû ýêñïîíåíò.  Ìîñêâà: Íàóêà. 1989. Ñ. 176.
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ïî òåîðåìå Ïîëèà9, â îöåíêå (10) ìîæåì çàìåíèòü îïîðíóþ ôóíêöèþK(−θ)
èíäèêàòðèñîé ðîñòà hL(θ).
Îïðåäåëåíèå 8.4. Ïóñòü K  ìíîæåñòâî â C, L  ïîäïðîñòðàí-
ñòâî PD. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî K ßâëßåòñß ñåêâåíöèàëüíî
äîñòàòî÷íûì â L èç PD, åñëè ëþáàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qk}∞k=1, qk ∈ L,
óäîâëåòâîðßþùàß óñëîâèßì:
1)∃J b D è C > 0 : |qk(z)| < CehJ(θ)|z|, z ∈ K, ∀θ ∈ [0, 2pi],∀k ∈ N,
2) qk(z)→ 0 ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå èç K,
ñõîäèòñß â L.
Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîð ñâåðòêè èìååò âèä
Uϕ[f(z)] = (F, f(z + t)), f ∈ H(D), F ∈ H∗(D), (11)
ãäå ϕ õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ôóíêöèß îïåðàòîðà ñâåðòêè.
Îïðåäåëåíèå 8.7. (ñì. Ëåâèí Á.ß.10) Öåëóþ ôóíêöèþ v(z) ïîðßäêà
ρ íàçûâàþò öåëîé ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëßðíîãî ðîñòà, åñëè ìîæíî óêà-
çàòü òàêîå ìíîæåñòâî E0 íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé ìåðû, ÷òî ïðè r /∈ E0
è r →∞ ôóíêöèß
ln |v(reiθ)|
rρ
ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñß ê hv(θ).
Ïóñòü ôóíêöèß ϕ âïîëíå ðåãóëßðíîãî ðîñòà. Îáîçíà÷èì λ1, λ2, ... íåíó-
ëåâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé ϕ òàêèõ, ÷òî
λk ∈ R+, λk ↗ ∞, k = 1, 2, . . . .
ÏóñòüD1  ñîïðßæåííàß äèàãðàììà ôóíêöèè ϕ. Ïóñòü ìíîæåñòâîD2 òàêàß
âåðòèêàëüíàß ïîëóïëîñêîñòü â C, êîòîðàß óäîâëåòâîðßåò D = D1 + D2.
Îïåðàòîð Uϕ[f ] äåéñòâóåò èç H(D) â H(D2)
11. Îïåðàòîð Uϕ[f ] ëèíåéíûé,
íåïðåðûâíûé, à òàê êàê ϕ âïîëíå ðåãóëßðíîãî ðîñòà, òî è ñþðúåêòèâíûé12.
Ïóñòü ôóíêöèß ψ èç H(D) èìååò íóëè µk êðàòíîñòè sk òàêèå, ÷òî
µk ∈ R+, lim
k→∞
µk = η, k = 1, 2, . . . (12)
9Polya G. Untersuchungen uber Lucken und Singularitaten von Potenzreihen // Math. Z. 1929. Vol. 29.
Pp. 549640.
10Ëåâèí Á.ß. Ðàñïðåäåëåíèå êîðíåé öåëûõ ôóíêöèé.  Ìîñêâà: Ãîñóäàðñòâåííîå èçäàòåëüñòâî
òåõíèêî-òåîðåòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû. 1956. Ñ. 632.
11Êîðîáåéíèê Þ.Ô. Î ðåøåíèßõ íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â êëàññàõ ôóíêöèé, àíà-
ëèòè÷åñêèõ â âûïóêëûõ îáëàñòßõ // Ìàòåì. ñá.  1968. Ò. 75, 2. Ñ. 225234.
12Åïèôàíîâ Î.Â. Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèß ñâåðòêè â âûïóêëûõ îáëàñòßõ // Ìàòåì. çàìåòêè. 
1974.  Ò. 15.   5. Ñ. 787796.
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Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñâåðòêè (11) íà ïðîñòðàíñòâå PD. Îí èìååò âèä
Uψ[y(z)] =
1
2pii
∫
A
ψ(w)ezwγ(w)dw, z ∈ C,
ãäå y ∈ PD, ψ ∈ H(D), γ ôóíêöèß, àññîöèèðîâàííàß ïî Áîðåëþ c y,
êîíòóð A çàìêíóòûé, ñïðßìëßåìûé, îõâàòûâàåò îñîáåííîñòè γ.
Âàæíóþ ðîëü äëß ðåøåíèß çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà èãðàåò ñëåäóþùèé
îïåðàòîð Uϕ[ψ(z) · f(z)]. Îí äåéñòâóåò ëèíåéíî è íåïðåðûâíî èç H(D) â
H(D2). Ñîïðßæåííûé ê íåìó îïåðàòîð èìååò âèä
Uψ[ϕ(z) · g(z)] = 1
2pii
∫
A
ψ(w)ezwγ(w)dw, g ∈ PD2,
ãäå γ  ôóíêöèß, àññîöèèðîâàííàß ïî Áîðåëþ c ϕ · g, êîíòóð A çàìêíóòûé,
ñïðßìëßåìûé, îõâàòûâàåò îñîáåííîñòè γ. Ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò èç PD2
â PD, òàê êàê èíäèêàòîð ïðîèçâåäåíèß ôóíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ âïîëíå
ðåãóëßðíîãî ðîñòà, ðàâåí ñóììå èíäèêàòîðîâ ñîìíîæèòåëåé.
Â ïàðàãðàôå 9 ãëàâû 3 ðåøåíà çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà íà ïîëóïëîñ-
êîñòè â ßäðå îïåðàòîðà ñâåðòêè ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé âïîëíå
ðåãóëßðíîãî ðîñòà. Ðàññìàòðèâàåòñß ñëó÷àé êðàòíûõ óçëîâ èíòåðïîëßöèè,
ëåæàùèõ íà âåùåñòâåííîé îñè.
Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:
Òåîðåìà 9.1. Çàäà÷à Âàëëå Ïóññåíà äëß Uϕ ðàçðåøèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå Ôèøåðà
H(D) = KerUϕ + {ψ(z) · r(z) : r ∈ H(D)}. (13)
Ïóñòü Nϕ = {λi}∞i=1  ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ íóëåé ôóíêöèè ϕ.
Òåîðåìà 9.2. Ñþðúåêòèâíîñòü îïåðàòîðà Uϕ[ψ·] ýêâèâàëåíòíà âû-
ïîëíåíèþ ïðåäñòàâëåíèß Ôèøåðà (13).
Èç òåîðåì 9.1. è 9.2. ñëåäóåò, ÷òî äëß ðåøåíèß çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà
íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñþðúåêòèâíîñòü îïåðàòîðà Uϕ[ψ·].
Òåîðåìà 9.3. Ïóñòü ôóíêöèß ψ ∈ H(D) èìååò íóëè µk êðàòíîñòè
sk, óäîâëåòâîðßþùèå (12). Ïóñòü ôóíêöèß ϕ âïîëíå ðåãóëßðíîãî ðîñòà,
à ìíîæåñòâî Nϕ áåñêîíå÷íî. Òîãäà Nϕ ñåêâåíöèàëüíî äîñòàòî÷íîå ìíî-
æåñòâî â ßäðå îïåðàòîðà Uψ â PD.
Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü ϕ ôóíêöèß âïîëíå ðåãóëßðíîãî ðîñòà, Nϕ =
{λi}∞i=1 ñåêâåíöèàëüíî äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî â ßäðå îïåðàòîðà Uψ. Òî-
ãäà îïåðàòîð Uϕ[ψ·] ñþðúåêòèâåí â H(D2).
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Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåì 9.3. è 9.4. ïîëó÷àåì ñþðúåêòèâíîñòü îïå-
ðàòîðà Uϕ[ψ·], à çíà÷èò óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà â
ïîëóïëîñêîñòè.
Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîí-
íîé ðàáîòû.
Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü çà ïðåä-
ëîæåííóþ òåìó èññëåäîâàíèé, ïîñòîßííîå âíèìàíèå, íåîöåíèìóþ ïîìîùü
è âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äîêòîðó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ÷ëåíóêîððåñïîíäåíòó ÐÀÍ Âàëåíòèíó Âà-
ñèëüåâè÷ó Íàïàëêîâó, à òàêæå çà ïîëåçíûå ñîâåòû è çàìå÷àíèß ä.ô.-ì.í.
Ìóñèíó È.Õ., ä.ò.í. Âîäîïüßíîâó Â.Â.
Íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèß áûëè ïîëó÷åíû
â õîäå ðàáîò ïî ãðàíòó ÐÔÔÈ 14-01-00720à.
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